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1 미분방정식의 이해 

우리가 살고 있는 자연계의 물리현상은 대부분이 시간이나 거리와 같은 변수들

에 대한 미분방정식이라고 불리는 수식의 형태로 표현될 수 있다. 

이러한 자연계의 물리현상을 미분방정식과 같은 수식으로 나타내는 것을 “물리

계의 수학적 모델링” 이라고 하며, 이러한 물리현상을 효율적으로 조합하여 실
생활에 활용하도록 하는 실용적인 학문인 공학을 공부하는 기술자들에게 미분

방정식의 이해는 필수적이라고 해도 과언이 아니라고 생각한다. 

지금부터 기술하는 내용은 미적분에 대한 기본개념을 파악하고 있는 현장의 기
술자를 (특히 전기 엔지니어) 대상으로 하는 것임을 밝혀두며, 이에 대한 기본

개념을 공부하지 않은 독자는 우선 필자가 작성해 놓은 “미적분 기본개념” 편
을 숙지하여야 한다. 

 

1.1 미분방정식의 개념 

미분방정식이란 다음과 같이 미분 항을 포함하고 있는 방정식을 말하며 미분을 
1번 행한 항이 포함되어 있으면 1계 또는 1차 (First Order), 2번 미분을 행한 항
이 포함되어 있으면 2계 또는 2차 (Second Order) 방정식이라고 한다. 

이 이외에도 더 높은 고계 미분방정식이 있지만 현실적으로 2계 미분방정식 정
도를 완전히 이해하고 있으면 엔지니어로써 현업을 수행하는 것이 충분하다고 
생각하며 본 교재는 2계 미분방정식을 이해하고 풀어내는 기법을 중심으로 설
명하도록 한다. 
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미분방정식을 표기할 때는 표기상의 편리를 위해 “dx/dy” 보다는 위와 같이 y’
을 사용하는 것이 보통이며 변수는 시간이나 거리와 같은 것이 될 수 있지만, 
본 교재에서는 통상의 경우처럼 변수를 x로 하여 사용하며 종속변수를 y로 표
기할 예정이지만, 물리현상이 주로 시간의 함수인 전기공학의 경우에는 변수는 
시간, 종속변수는 전압이나 전류 및 전력이 될 것이다. 
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1.2 미분방정식의 풀이의 의미 

미분방정식을 풀어서 그 해를 구하는 것은 미분하기전의 원시함수를 구하는 것
과 같은 것이며, 다른 말로 하면 부정적분을 하는 것으로 생각하면 된다. 

이해를 돕기 위해 다음과 같은 간단한 1차 미분방정식을 풀어보자. 
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위의 미분방정식의 미분해서 x2이 되는 함수를 찾아내라는 의미로서 그 원시함

수는 당연히 위에서 구한 것과 같이 될 것이다. 

즉, 미분방정식을 풀어 해를 구하는 것은 미분하기 전의 원시함수를 구해가는 
것이라고 보면 된다. 

따라서 미분방정식을 풀기 위해서는 각 함수의 미분에 대한 규칙을 잘 알고 있
어야 하는 것은 필수적이라고 할 수 있으며 이에 대한 사항은 필자가 작성해 
놓은 “미적분 기본개념”이나 다른 수학서적을 활용하면 될 것이다. 

이번에는 다음과 같은 간단한 2차 미분방정식을 풀어본다. 
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위와 같이 2차 미분방정식을 풀기 위해서는 주어진 함수를 2번 적분하여야 함
을 알 수 있으며 이는 부정적분을 2번 실시해야 함을 의미한다. 
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1.3 미분방정식의 구분 

미분방정식은 방정식의 우변의 값에 따라 통상 다음과 같이 두가지로 구분한다. 

1.3.1 제차 미분방정식 (Homogeneous) 

미분방정식의 우변의 값이 다음과 “0”의 값을 갖는 것이다. 
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 [제차 방정식의 형태] 

 

이 제차 방정식은 그 해를 구하는 과정이 매우 간단한 것이 특징이며 이와 같
은 방정식으로 모델링 될 수 있는 물리계는 외부에서 전원이 연결되지 않고 코
일이나 콘덴서에 축적된 에너지로 구동 되는 전기회로나 당겨진 스프링에 축적

된 탄성에너지로 운동하는 메커니즘의 경우가 대표적이라 할 수 있다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

위와 같은 전기회로의 미분방정식은 다음과 같이 표현되며 회로의 전류의 시간

적인 변화는 초기에 코일에 축적되어 있는 자기에너지에 의해서 결정된다. 

L R 

i(t)

[구동전원이 없는 전기회로] 

L : 인덕턴스 [H] 
 
R : 저항 [Ω] 
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 [구동전원이 없는 전기회로의 미분방정식] 

 

이와 같은 경우에는 전류의 시간적인 변화를 찾는 것이기 때문에 미분변수는 
시간인 “t”가 된다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

위와 같은 메커니즘에서 질량 M의 운동은 초기에 당겨진 스프링에 축적된 탄
성에너지에 의해서 결정됨을 알 수 있으며 운동방정식은 다음과 같이 2차 미분

방정식으로 표현된다. 
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 [당겨진 스프링의 운동방정식] 

스프링

M

x

x = 0

[당겨진 스프링 메커니즘]

M : 질량 
 
k : 스프링 상수 



미분방정식의 이해 

페이지:5/90 

 

위에서 예를 든 미분 방정식들의 풀이 방법은 다음에 설명하는 과정에서 기술

할 것이다. 

 

1.3.2 비제차 미분방정식 (Non-Homogeneous) 

미분방정식의 우변이 “0”이 아닌 형태를 의미한다. 

그런데 독자들이 우변의 항들을 좌변으로 이항하면 우변이 “0”이 되는데 제차 
방정식과 다른 것이 무엇인가 하는 의문을 가질 수 있어서 간단히 그 의미를 
살펴보는데 다음에 설명하는 것은 문헌에 나와 있는 것은 아니지만 필자가 미
분방정식을 접하면서 나름대로 개념을 잡은 것이기 때문에 수학자들이 내린 정
의와 약간 다를 수도 있음을 밝혀둔다. 

영어로 되어있는 Non-Homogeneous가 의미하듯 비제차 방정식의 우변은 좌변

의 제차방정식 부분만을 풀어서 구해지는 함수와 다른 형태를 가진다는 것이다. 

즉, 제차방정식을 풀게 되면 그 해가 동일한 종류의 함수로 이루어 지게 되는데 
비제차 방정식을 풀게 되면 그 해가 서로 다는 형태의 여러 함수를 포함하게 
된다는 것이다. 

다시 한번 설명하면 제차방정식의 해는 지수함수나 삼각함수, 일반 다항함수와 
같은 하나의 함수형태가 되지만 비제차 방정식의 해는 이들이 서로 혼합되어 
있는 형태가 된다는 것이다. 

비제차 미분방정식은 다음과 같은 형태를 갖는다. 
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 [비제차 방정식의 형태] 

 

이런 비제차 방정식으로 모델링 될 수 있는 물리계는 구동전원을 가진 전기회

로가 대표적이라고 할 수 있다. 

물론 다른 물리계도 이처럼 모델링 될 수 있겠지만 필자가 전기공학도이기 때
문에 가장 익숙한 예를 들었으며 관심이 있는 독자들은 찾아보기 바란다. 

참고로 비제차 미분방정식의 우변의 함수를 전기공학에서는 강제전원 함수 또
는 입력전원 함수, 구동 전원함수 등으로 부른다는 것을 알아두기 바란다. 

다음 그림과 같이 구동전원이 접속된 전기회로의 방정식이 비제차 미분방정식

의 대표적인 예가 된다. 
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앞 회로는 다음과 같이 1차의 비제차 미분방정식으로 기술된다. 
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 [구동전원이 있는 회로의 미분방정식] 

 

참고로 전기공학에서는 위의 회로를 “R-L 직렬회로” 라고 부른다. 

전기공학에서 미분방정식은 주로 회로해석에 적용되는데 대부분의 경우 1차 및 
2차 미분방정식으로 나타나게 된다. 

1차 미분방정식의 형태는 위의 회로와 “R-C 직렬회로” 가 대표적이며, 또한 2
차 미분방정식은 다음 그림과 같은 “R-L-C 직렬회로” 가 대표적이다. 

L R 

i(t)

[구동전원을 포함한 전기회로] 

Vmsinωt : 전원 
 
L : 인덕턴스 [H]
 
R : 저항 [Ω] 

Vmsinωt 
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위 회로의 미분방정식을 다음과 같이 기술되며, 기술과정에서 양변을 인덕턴스 
값인 L로 나누어주고 또 적분을 포함하고 있는 항을 제거하여 2차 미분방정식

으로 나타낼 수 있도록 양변을 미분하고 있는 점에 유의하기 바란다. 

 

t
L
V

i
LCdt

di
L
R

dt
id

t
L

V
idt

LC
i

L
R

dt
di

tVidt
C

Ri
dt
diL

m

mt

m

t

ω
ω

ω

ω

cos1

sin1

sin1

2

2

=++

=++

=++

∫

∫

∞−

∞−

 [2차 미분방정식] 

 

지금까지 몇 가지 물리현상을 미분방정식으로 기술하는 과정을 예로 들었는데 
이제는 미분방정식을 풀어가는 기법들에 대하여 알아보도록 한다. 

L R 

i(t)

[구동전원을 포함한 R-L-C 직렬회로] 

Vmsinωt : 전원 
 
R : 저항 [Ω] 
 
L : 인덕턴스 [H] 
 
C : 정전용량 [F] 

Vmsinωt 

C 
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1.4 선형 1 차 미분방정식의 풀이 기법 

미분방정식을 해결하는 기법들은 미분방정식의 형태 만큼이나 다양하지만 여기

서는 가장 간단하고 많이 사용되는 선형 미분방정식을 해결하는 기법 위주로 
기술하도록 할 것이다. 

다른 기법들은 필자의 능력 밖의 것들이기도 하고 또한 공학에서 적용되는 빈
도가 낮다고 생각하며 여기에서 기술되는 기본 사항들을 이해한다면 어렵지 않
게 접근해 볼 수도 있을 것이다. 

선형 미분방정식이란 다음과 같이 방정식 각 항의 계수들이 상수 (Constant)이
거나 미분변수와 동일한 변수로 구성된 함수일 경우를 의미한다. 
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 [선형 미분방정식의 예] 

 

1.4.1 변수분리를 이용한 기법 

선형 제차 미분방정식의 해를 구하기 위한 기본적인 기법이 다음과 같이 변수

분리를 이용하는 것이다. 
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 [변수분리 기법을 이용하는 과정] 

 

이것을 위와 같이 일반적인 식으로 설명하면 이해하기가 어려울 수 있기 때문

에 간단한 미분방정식을 예로 들어 풀어본다. 

다음에 드는 예는 원의 방정식을 미분한 형태인데 이를 변수분리 기법을 적용

하여 풀어서 실제로 원의 방정식이 되는지 확인해 본다. 
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∫ ∫  [변수분리를 이용한 풀이기법] 

 

위 과정을 잘 음미해 보고 이해하기 바라며 서로 다를 변수를 갖는 양변을 서
로 다른 변수로 적분하는 것이 약간 이해가 가지 않을 수 있지만 이는 가능한 
것으로 증명되어 있는 것이나 그대로 이해하기 바란다. 

과정에서 나타나는 적분상수는 큰 의미가 없는 것이기 때문에 첨자를 부여하여 
하나로 처리해 가면 된다. 

한가지 더 예를 들어본다. 
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∫∫  [변수분리에 의한 타원방정식] 
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이 변수분리 기법은 미분방정식을 해결하는데 있어 가장 기초적인 것이므로 다
양한 문제를 접하여 기법적용을 숙지하고 있어야 한다. 

 

1.4.2 완전 미분을 이용한 기법 

어떤 함수의 완전미분은 다음과 같이 “Chain Rule”을 적용한 미분을 의미하며 
이에 대한 내용은 필자가 작성해 놓은 “미적분 기본개념”편이나 타 수학서적을 
참고하기 바란다. 
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 [완전미분의 개념] 

 

주어진 미분방정식이 완전미분의 형태를 가지는지 알아보기 위해서는 다음과 
같이 dx와 dy의 계수를 편미분 해서 동일한지 비교하면 된다. 
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 [완전미분 방정식의 조건] 
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따라서 완전미분 형태를 가진 미분방정식의 해를 구하는 것은 매우 간단한데 
이를 확인해 보기 위해 예를 들어보자. 
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 [완전 미분방정식의 풀이과정] 

 

즉, 주어진 미분방정식이 완전 미분일 가질 경우 각각을 적분한 형태가 구하고

자 하는 원시함수가 되기 때문에 해를 구하는 것이 매우 용이하게 된다. 

즉 주어진 미분방정식이 완전 미분의 형태를 가진다면 dx의 항은 x로, dy의 항
은 y로 각각 적분함으로써 간단하게 그 해를 구할 수 있다는 것이다. 

만약 다음과 같은 미분방정식이 주어졌다면, 그 아래의 함수를 “Chain Rule”을 
적용하여 완전미분 해 놓은 형태이다. 
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 [주어진 미분방정식의 원시함수] 
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본 완전미분 방정식은 1차 미분방정식의 해를 구하는데 중요한 역할을 하므로 
개념을 완전히 이해하고 있어야 한다. 

다음 절에 설명할 적분인자 (Integrating Factor)를 이해하는데 도움이 될 수 있
도록 1차 미분방정식을 푸는 한가지 예를 더 들어본다. 
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상기 미분방정식의 풀이 과정은 매우 중요하며 모든 1차 미분방정식의 해를 구
하는데 기본적으로 활용되는 것이므로 정확하게 이해하고 있어야 한다. 

사실 필자나 독자와 같은 기술자들이 접하는 1차 미분 방정식의 경우는 위 식
만 정확하게 이해하고 있으면 대부분이 해결이 가능하다고 해도 무방하다. 

풀이과정에서 나타난 지수와 로그의 변환에 대한 것은 미적분에 대한 기본개념

을 파악하고 있는 독자들을 대상으로 하는 교재이기 때문에 별도의 설명은 하
지 않지만 이해가 부족한 독자는 고등학교 수학서적과 같은 기본 자료를 참고

하여 완전하게 자신의 것으로 소화해 놓기 바란다. 
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1.4.3 적분인자를 이용한 기법 

앞에서 간단하게 설명한 변수분리 기법이나 완전미분 형태를 이용하는 기법들

은 대부분 제차 미분방정식을 푸는데 용이한 것들이다. 

하지만 지금 설명하는 적분인자를 이용한 기법은 제차 방정식을 물론 비제차 
방정식에도 적용되는 기법이기 때문에 1차 미분방정식을 해결하는데 있어서 매
우 강력한 도구라고 할 수 있다. 

특히, 전기공학에서 나타나는 R-L 직렬회로, R-C 직렬회로와 같은 1차 미분방

정식으로 기술되는 회로해석에 곧 바로 적용되기 때문에 전기 기술자들에게는 
매우 쓸모 있는 기법으로 본 절의 내용을 충분히 이해하여 활용하여야 한다. 

 

다음과 같이 우변이 완전 미분방정식이 아닌 1차 비제차 미분방정식이 주어졌

다고 하자. 
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만약 상기 미분방정식에 임의의 함수 M(x)를 곱해주면 완전 미분형태로 변환될 
경우 이 M(x)를 “적분인자 (Integrating Factor)”라고 한다. 

따라서 본 적분인자를 구하는 것이 1차 미분방정식을 해결하는 열쇠라고 할 수 
있는데 이 적분인자를 구해 보도록 한다. 

 

Step 1 

주어진 미분방정식에 다음과 같이 M(x) 곱해준다. 

 

0)}()(){()( =−+ dxxryxfxMdyxM  

 

Step 2 

완전미분 형태인지를 확인하는 다음의 관계식을 이용하여 M(x)를 구한다. 
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상기 적분인자를 구하는 과정에서 통상 적분상수는 고려하기 않으며 M(x)에 대
한 편미분을 상미분으로 바꾸어 준 것은 M(x)가 x만의 함수이므로 이를 x에 대
하여 편미분 한 것이나 상미분 한 것이 동일하기 때문이다. 

 

Step 3 

위에서 계산한 적분인자를 실제로 대입하여 맞게 구했는지 검산해 본다. 
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위의 검산과정에서 알 수 있듯이 좌변은 완전미분의 형태가 되고 있기 때문에 
이제 미분방정식을 푸는 것은 간단하게 된다. 

 

Step 4 

마지막으로 적분인자를 고려하여 미분방정식을 풀어 해를 구한다. 
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적분인자를 고려하여 미분방정식의 해를 구하면 위와 같이 계산되며 이것이 1
차 미분방정식에서 가장 중요한 것이므로 이를 잘 숙지하고 있어야 한다. 

즉, 1차 선형미분방정식이 어떠한 형태로 주어지더라도 본 적분인자에 대한 개
념만 이해하고 있으면 그 해는 간단하게 구할 수 있다. 

따라서 업무를 수행하면서 접하게 되는 물리계를 정확하게 미분방정식으로 표
현할 수 있는가 하는 것이 엔지니어들에게 중요한 숙제로 남게 된다. 
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적분인자를 적용하는 기법을 활용할 수 있도록 다음과 같은 미분방정식을 풀어

보도록 한다. 
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여기서 

V [V] : 회로의 구동전원 (직류) 

i(t) [A] : 회로의 전류 

L [H] : 회로의 인덕턴스 

R [Ω] : 회로의 저항 

이 미분방정식은 앞에서 언급한 구동전원이 접속된 R-L 직렬회로의 회로 방정

식인데 독자들의 이해를 돕기 위해 구동전원을 시간의 함수인 교류대신 상수로 
취급할 수 있는 직류로 대체하였다. 

 

][

][

][

])([

)(,)(

)()(

ce
R
Ve

ce
L
Ve

cdt
L
Vee

cdttreei

L
Vtr

L
Rtf

L
Vi

L
R

dt
diVRi

dt
diL

t
L
Rt

L
R

tdt
L
Rt

L
R

dt
L
Rdt

L
R

dttfdttf

+=

+=

+×=

+=

==

=+⇒=+

−

−

∫∫−

∫∫−

∫

∫

∫

 



미분방정식의 이해 

페이지:17/90 

 

위와 같이 해를 구한 후 회로의 초기조건을 적용하여 적분상수의 값을 결정하

면 회로전류의 완전한 시간함수가 완성된다. 

이해를 돕기 위해 다음과 같이 “t=0일 때 i=0”이라는 초기조건을 가정하여 위의 
적분상수를 찾아내 보도록 한다. 
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위와 같이 초기조건을 적용하여 구한 시간과 전류의 관계는 다음과 같다. 
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전기회로의 미분방정식에 대해서는 미분방정식의 응용부분에서 좀더 상세하게 
설명하도록 하겠다. 

위에서 살펴본 기법 이외에도 1차 미분방정식을 푸는 방법들은 많지만 현업에

서 접하는 대부분의 미분방정식은 앞의 방법으로도 충분하다고 생각하기 때문

에 여기서는 소개하지 않기로 한다. 

 

1.5 선형 2 차 미분방정식의 풀이기법 

앞에서 언급했듯이 선형 2차 미분방정식이란 다음과 같은 형태를 말한다. 
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선형 2차 미분방정식도 1차의 경우와 같이 변수분리나 완전미분 형태를 이용하

는 방법으로 해결이 가능하지만 미분방정식의 모양을 보면 매우 복잡할 것으로 
생각된다. 

또한 위에서 보여진 것과 같이 미분항의 계수가 상수 항이 아닌 경우에는 그 
풀이과정이 매우 복잡하기 때문에 본 교재에서는 상수계수를 갖는 미분방정식

만을 다루도록 한다. 

우리가 현업에서 접하는 대부분의 물리계가 상수계수를 갖는 미분방정식의 형
태로 기술될 수 있기 때문에 여기서 다루는 기법만을 가지고도 충분히 해결이 
가능할 것으로 생각된다. 

상수계수를 갖는 미분방정식이란 다음과 같은 형태를 말한다. 
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1.5.1 제차 방정식의 풀이기법 

제차 방정식이란 1차의 경우처럼 r(x) = 0인 형태를 의미한다. 
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물론 앞의 미분방정식에서 계수인 a, b는 실수이다. 

그런데 실수인 상수를 계수로 하는 미분방정식의 해를 구하는 것에는 아주 중
요한 단서가 하나 있다. 

이는 미분을 2번 실시해도 변수를 포함하지 않고 상수만 나타나는 것으로부터 
해의 형태에 대한 유추가 가능하다. 

즉, 미분을 여러 번 실시해도 상수만이 나타난다는 것은 어떤 함수를 미분해도 
그 형태가 변하지 않으며 또한 함수의 변수가 1차식인 것을 의미한다. 

이렇게 미분을 실시해도 원래의 형태를 유지하는 함수는 삼각함수와 지수 함수

이지만 삼각함수의 경우에는 상수를 계수를 가질 수 없기 때문에 지수함수만이 
해당된다고 볼 수 있다. 

따라서 상수계수를 갖는 미분방정식의 해는 변수가 1차식으로 표시되는 지수함

수의 형태가 되기 때문에 다음과 같이 가정할 수 있다. 

 

xey λ=  [상수계수를 갖는 미분방정식 해의 형태] 

 

위와 같이 해를 가정할 경우 적분상수는 일단 고려하지 않고 나중에 최종적으

로 해가 구해진 후 고려해 주면 된다. 

이제는 가정된 해의 미지수인 λ를 구하는 것이 미분방정식의 해를 구하는 것
으로 되는데 λ를 구하는 기법에 대해서 설명하도록 한다. 

 

다음과 같이 가정된 해를 1번 및 2번 미분하고 이 결과를 주어진 미분방정식에 
대입한다. 
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 [가정된 해를 미분방정식에 대입] 

 

이와 같이 도출된 λ에 대한 2차 방정식을 미분방정식을 풀기 위한 보조방정식

이라고 부르며 이를 푸는 것이 미분방정식의 해를 구하는 것으로 귀착된다. 

이와 같이 미분방정식의 해를 구하는 것에도 이러한 기본적인 2차 방정식의 해
를 구하는 기법이 적용되는데 이는 수학의 모든 과정이 상호 연계되어 있으며 
기본적인 사항들에 대한 개념의 정립이 얼마나 중요한지 보여주는 예로서 기술

자들은 항상 기본적인 개념들에 대한 공부를 게을리 하지 않아야 함이 여기에 
있다고 볼 수 있다. 

먼저 이 기법을 잊어버린 독자들의 기억을 돕는 의미에서 중학교부터 배운 다
음의 2차 방정식의 해를 구하는 기법을 먼저 설명하도록 하는데 이를 우리는 2
차 방정식의 근의 공식이라고 부르는 것이다. 
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앞의 2차 방정식의 해를 구하는 기법을 2차 미분방정식에서 나타난 λ에 대한 
2차 방정식의 해를 구하는데 그대로 적용하면 다음과 같다. 
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이렇게 해를 가정하고 가정된 해로부터 도출된 λ에 대한 2차 방정식을 풀어서 
λ를 구하여 가정된 해에 대입하는 과정을 거치면 된다. 
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 [2차 미분방정식의 해] 
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그런데 원래 가정할 때는 1개 항의 값을 갖는 것으로 가정했는데 갑자기 2개 
항의 값이 합성된 것을 해로 하는 것에 대하여 의문을 가질 수 있는데 이는 미
분방정식이 갖는 특성으로 이해하기 바란다. 

즉, 위에서 구한 각각의 해도 해가 되지만 2개 항의 합으로 표현된 해도 대입

해 보면 해가 되기 때문에 이렇게 2개 항의 합으로 나타낸 해를 일반 해로 취
급하는 것을 알아두기 바라며, 위에서 구한 2개 항으로 나타낸 일반 해를 주어

진 미분방정식에 대입하여 직접 확인해 보는 것은 독자들의 몫으로 남긴다. 

그런데 우리가 2차 방정식을 배울 때 근의 공식을 적용하는 것은 어떠한 경우

에도 가능하지만 식에서 느낄 수 있듯이 그 과정이 약간 복잡한 것이 단점인데 
만약 주어진 2차 방정식이 인수분해 된다면 굳이 복잡한 근의 공식을 적용하지 
않아도 되는데 이러한 예를 몇 가지 들어보도록 한다. 
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 [인수분해를 적용한 풀이과정] 
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 [근의 공식을 적용] 
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위에서 알 수 있는 바와 같이 그 결과는 동일하며 인수분해를 적용한 기법이 
좀더 간략하기 때문에 많이 이용되는 것이다. 

인수분해 기법을 적용한 예를 한가지 더 들어본다. 
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1.5.2 근의 형태에 따른 특성의 이해 

우리가 2차 방정식을 배울 때 근의 공식의 근호 (Root) 안의 부호에 따라 근의 
형태가 결정되는 것을 알았는데 이 근호 안에 들어있는 수식을 판별식이라고 
부르는데 이 판별식은 미분방정식에도 동일하게 적용된다. 

다음과 같은 2차 방정식의 근의 공식은 다음과 같이 유도됨을 앞에서 설명했는

데 마지막의 D라고 한 부분이 바로 판별식이다. 
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이 판별식의 값이 양 (+)의 값인지, 0인지, 음 (-)의 값인지에 따라 근의 형태가 
달라지며 또한 물리적인 의미도 달라진다. 

 

a
acbbx

acbD

2
4

04

2

2

−±−
=

>−=

 [서로 다른 2개의 실근을 갖는 경우] 
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 [1개의 중근을 갖는 경우] 
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 [서로 다른 2개의 허근을 갖는 경우] 

 

미분방정식을 풀기 위한 특성방정식의 경우에도 동일한 개념이 적용되는데, 서
로 다른 2개의 실근을 갖는 경우에는 앞의 예에서 이미 보여졌으므로 생략하도

록 하며, 다음과 같이 미분방정식이 중근을 갖는 경우와 서로 다른 2개의 허근

을 갖는 경우에 미분방정식의 해가 어떻게 될 것인지 알아본다. 
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 [중근을 갖는 경우의 미분방정식] 
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이 경우에 미분방정식의 일반 해는 다음과 같이 결정한다. 
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즉, 중근을 가지면 두 해가 동일한 것이 되기 때문에 1차 종속형이 되며 의미

가 없어지게 되는데 이를 피하기 위해 위와 같이 하나의 해 앞에 변수인 x를 
곱해주어야 하는데 이렇게 하면 주어진 정말로 미분방정식의 해가 되는지 직접 
대입하여 확인해 본다. 
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위와 같이 해가 됨을 확인할 수 있다. 

여기서는 이와 같이 해를 구하는 방법을 설명했지만 앞으로 설명할 라플라스 
변환을 배우게 되면 자연스럽게 이러한 형태로 해가 결정됨을 알 수 있다. 

 

이번에는 다음과 같이 서로 다른 허근을 갖는 경우에 대하여 알아본다. 

 

i

yy

±−=

=++

=++

2

054

05'4''

2

λ

λλ  



미분방정식의 이해 

페이지:26/90 

 

이 경우에 해는 다음과 같이 표현된다. 
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그런데 서로 다른 2개의 허근을 갖는 경우에는 위와 같이 나타내지 않고 삼각

함수의 지수 형태인 오일러의 식을 적용하여 다음과 같이 나타낸다. 

삼각함수의 오일러에 식에 대한 내용은 필자가 작성한 “삼각함수” 편이나 다른 
수학서적을 참고하기 바란다. 
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 [오일러의 식] 

 

앞의 예에서 구한 서로 다른 2개의 허근을 갖는 경우에는 일반적으로 해를 다
음과 같이 정의한다. 
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그리고 다시 한번 언급하지만 여기에 나와 있는 상수들은 해당 미분방정식으로 
모델링이 된 물리계의 초기조건 (Initial Condition) 및 경계조건 (Boundary 
Condition)을 대입하여 구한다. 

하지만 미분방정식의 해는 초기조건과 경계조건이 포함된 라플라스 변환을 이
용하면 모든 상수는 한꺼번에 정해지게 되어 간단하다. 
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1.5.3 근의 형태에 대한 물리적 개념의 이해 

앞에서 미분방정식을 이해하는 의미에서 예를 들었지만 사실 물리계의 수학적

인 모델링으로 만들어 지는 미분방정식의 근은 물리적인 의미가 있어야 한다. 

즉 어떤 회로의 전류를 구하는 미분방정식의 경우에는 전류가 무한히 큰 값을 
가질 수는 없기 때문에 지수형식으로 나타날 근의 지수부분이 음의 값을 가져

야 하는 것이 예가 될 수 있다. 

이는 매우 중요한 개념이며 정확한 이해를 위해 예를 들어보도록 한다. 

어떤 전기회로의 전류방정식이 다음과 같은 근을 갖는 것으로 나타났다고 한다. 
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그런데 이 전류는 시간의 경과에 따라 점차 마이너스 값으로 증가하여 결국 무
한대의 값을 갖는 것으로 된다. 

무한대의 것을 가진다는 것이 물리적으로 가능한가? 

물론 수학적으로는 가능하지만 물리적으로는 불가능하다. 

따라서 상기 전류를 구하기 위한 미분방정식은 잘 못 수립되었음을 알 수 있다. 

결국 물리적으로 의미를 갖는 근이 되기 위해서는 미분방정식의 근에서 지수부

분이 마이너스의 부호를 가져야 함을 알 수 있다. 

 

따라서 앞의 미분방정식의 근의 형태는 아마도 다음과 같이 될 것이다. 
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이와 같이 음의 부호를 갖는 지수부분의 물리적인 의미는 전기회로나 기타의 
물리계에 입력을 가할 경우 그에 상응하는 출력이 나타나기까지의 과도현상을 
설명하는 것이며 과도현상은 시간의 경과에 따라 반드시 소멸하여야 한다. 

이는 모든 물리계가 외부로부터 충격에 대하여 본래의 성질을 유지하고자 하는 
고유의 특성을 설명하는 것으로 이를 물리계의 관성이라고 한다. 
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이와 같은 개념을 가지고 다음의 전기회로의 전류방정식의 근의 형태와 과도현

상이 소멸해 가는 시간적인 관계를 알아보도록 한다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

상기 회로의 전류방정식은 다음과 같은 미분방정식으로 표현된다. 
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이를 2계의 미분방정식으로 만들기 위해 양변을 한번 더 미분하고 앞에서 기술

한 방법에 의하여 근을 구해 보도록 한다. 
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[직류 구동원을 갖는 R-L-C 직렬회로] 
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위에서 R, L, C는 각각 전기소자인 저항, 인덕턴스, 커패시턴스의 값으로써 음의 
값을 가질 수 없다는 것을 확인해 둔다. 

이제 앞에서 설명한 2차 방정식의 근을 구해서 전류의 시간적인 변화를 알아 
보도록 한다. 
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한가지 알고 넘어가야 하는 사항은 서로 다른 실근 (Two Real Roots)을 갖는 경
우에 근호 앞의 크기가 근호를 풀어낸 값의 크기보다 크게 될 것이므로 두 근 
모두 마이너스 값을 갖는 것을 알 수 있으며 다음과 같이 된다. 
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 [서로 다른 두 실근] 
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따라서 위의 회로에서 형성되는 전류는 시간에 따라 다음과 같이 변화한다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

미분방정식을 풀기 위한 특성방정식인 2차 방정식이 서로 다른 두 실근을 갖는 
경우에는 과도현상으로 나타난 응답이 빨리 사라지기 때문에 과제동 (Over 
Damping)이라고 한다. 

 

이번에는 특정방정식이 중근 (Double Root)을 갖는 경우를 살펴보도록 한다. 

앞에서도 언급했듯이 두 근이 같은 값을 중근의 경우 선형종속 관계를 피하기 
위해 다음과 같이 하나의 근에 변수인 “t”를 곱해주는 것을 기억하기 바란다. 
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[R-L-C 직렬회로 전류의 시간적 변화 (두 실근의 경우] 
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중근의 경우에는 위의 그림과 같은 전류의 변화를 가지게 되는데 그래프에서 
알 수 있는 바와 같이 과도현상이 곧바로 감쇠하지 않고 작은 구간에서 약간 
상승하였다가 감소하는 것을 볼 수 있는데 이는 약간의 진동부분이 나타난 것
으로 회로의 전류응답이 진동하기 시작하는 임계점이라는 의미에서 이와 같은 
감쇠를 임계제동 (Critical Damping)이라 한다. 

 

즉 회로의 정수인 R, L,C의 값을 조정하여 위의 임계제동의 값을 넘도록 하면 
특성방정식이 더 이상 실근을 갖지 못하며 서로 다른 두개의 복소수 근을 갖는 
영역으로 넘어가게 된다. 

 

이번에는 특성방정식이 서로 다른 두개의 복소수의 근 (Two Complex Roots)을 
갖는 경우를 살펴보자. 
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[R-L-C 직렬회로 전류의 시간적 변화 (중근의 경우)] 
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그런데 2차 방정식이 서로 다른 복소수의 근을 갖는 경우 반드시 허수부분의 
부호가 다른 켤레 (Conjugate) 형태로 나타나게 된다. 

그리고 경계조건이나 초기조건을 적용하여 근의 계수인 A1과 A2를 구하여야 하
지만 이렇게 해서 구하면 이 둘이 통상 같은 값을 갖는 동일한 특성이 있는데 
이를 주목하면 미분방정식의 해는 다음과 같이 될 것이다. 
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앞에서도 언급했지만 위의 수식 전개과정에서 적용한 아래의 삼각함수를 지수

형태로 표현한 오일러의 정리를 기억하기 바란다. 
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 [삼각함수의 지수표현] 
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앞에서 구한 회로전류의 응답곡선은 위 그림과 같이 진동하면서 점차로 감소하

여 소멸해 가는 것이다. 

이러한 경우를 과도현상이 앞의 두 경우보다 상대적으로 길게 지속된다는 의미

에서 부족제동 (Under Damping)이라고 한다. 

참고로 위 전류의 식에서 나타난 α는 응답의 감소형태를 결정하는 인자로서 
감쇠계수 (또는 제동계수 Damping Constant) β는 응답전류의 파형을 결정하는 
인자로서 위상계수 (Phase Constant)라고 부른다는 것을 알아두기 바란다. 

이 개념은 제어대상의 과도현상에 민감한 영향을 받는 자동제어 이론 (특히 비
례, 미분, 적분제어 : PID Control)에 가장 기본적으로 활용됨은 물론 어떤 형태

의 2차 미분방정식을 풀어 그 해를 도식적으로 이해하는데 아주 유용하다. 
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[R-L-C 직렬회로 전류의 시간적 변화 (복소수 근의 경우)] 
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참고로 앞의 회로에서 저항이 없는 직류 구동원을 갖는 L-C 직렬회로의 경우에

는 아주 흥미로운 현상이 발생하게 되는데 이를 알아보고 넘어가도록 한다. 

물론 물리적으로 모든 도체에는 저항이 필연적으로 존재하기 때문에 이런 전기

회로를 구현하기는 불가능하지만 매우 작은 저항을 가지는 도체의 경우 무시할 
수 있기 때문에 공학적으로는 의미를 갖는 회로의 구성은 가능하다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

위 회로의 전압방정식 및 그 해인 전류는 다음의 과정을 통해 구해진다. 
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[직류 구동원을 갖는 L-C 직렬회로] 
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이제 초기조건을 알면 전류의 상수인 A1과 A2를 구할 수 있는데 초기조건은 회
로의 상태 및 몇 가지의 기본적인 가정을 통해 쉽게 알아낼 수 있다. 

먼저 구동전원이 인가되기 전에 인덕턴스의 자기에너지와 커패시턴스의 정전에

너지는 없다고 볼 수 있으므로 시간 “t=0”에서 전류 “i=0”이 될 것이다. 

이와 같이 초기조건을 알아 냈으므로 이제는 전류를 미분에 대한 초기조건을 
다음과 같이 찾아낼 수 있다. 
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위 초기조건을 앞에서 구한 전류의 상수인 A1과 A2를 구하는데 이용한다. 
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위와 같이 정리해 놓고 A1과 A2를 구하면 다음과 같이 될 것이다. 
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따라서 구하고자 하는 전류응답은 사인파가 되는 것을 알 수 있다. 

 

1 2( )

2 2

( )
2

s in

t tj j
L C L C

t tj j
L C L C

t tj j
L C L C

i t A e A e

C V e C V e
L j L j

C e eV
L j

C tV
L L C

−

−

−

= +

= −

−
=

=

 

 

그런데 분명히 구동전원이 직류인데 어떻게 사인파의 전류가 발생할 수 있는가

에 대한 의문이 생길 것인데 그래서 아주 흥미로운 현상이라고 말했던 것이다. 

이는 인덕턴스와 커패시턴스라는 기본 전기소자의 물리적인 특성에 기인하는 
것이라고 생각하는데 필자가 생각하는 개념은 다음과 같다. 

즉 전자에너지의 충전이 되어있지 않은 L-C 직렬회로에 최초 구동전원을 인가

하면 커패시턴스에 급격한 돌입 충전전류가 유입하려고 할 것이고 이를 인덕턴

스의 급격한 전류의 변화를 방해하는 특성에 의해 억제될 것이다. 

이러한 인덕턴스의 물리적인 특성은 마치 물리계의 관성과 같은 역할을 가지고 
있어 초기에 급격한 돌입전류도 막아주지만 충전이 급격하게 완료되는 것 또한 
막아줄 것이다. 

따라서 커패시턴스에는 구동원인 직류전원보다 높은 전압이 유도되기 때문에 
충전이 완료되면 커패시턴스에 축적된 전하를 방출하면서 전원측으로 전류를 
흐르게 하며, 이와 같은 현상이 반복되어 교류전류가 흐르는 것으로 생각된다. 
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실제로 현장에서 많이 사용되는 역률 개선용 콘덴서에 직렬로 연결된 리액터의 
작용으로 콘덴서의 단자전압이 전원의 인가전압보다 높아지는 것을 볼 수 있는

데 이는 앞에서 설명한 것과 같은 개념이며, 또한 이 직렬 콘덴서는 급격한 돌
입전류의 제한과 특정고조파의 필터역할을 수행하게 되는 것을 참고로 알아두

기 바란다. 

이와 같은 물리적인 개념을 이해하면서 구해진 전류를 이용하여 인덕턴스 및 
커패시턴스에 나타나는 전압 및 주파수, 임피던스와 같은 몇 가지 기본적인 사
항에 대하여 알아보도록 한다. 
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위에서 살펴본 각 소자에 나타나는 전압과 회로 전체의 전압에 대한 개념을 다
음과 같이 그림을 통해서 이해하도록 한다. 
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위 그림을 통해서 알 수 있듯이 회로의 전류는 사인파의 형태를 가지며 각 소
자에 나타나는 전압도 역시 사인파의 형태를 가지지만 전체의 회로전압은 두 
소자의 전압을 합한 것으로써 직류 전원전압과 동일한 값을 가지게 된다. 

 

본 회로는 직류전원을 사용하여 사인파를 만들어 내는 기본적인 회로이며 전자

부품에 내장되는 발진회로로 사용되는 것이 대표적이다. 

식에서도 알 수 있는 바와 같이 발진회로의 주파수는 인덕턴스와 커패시턴스를 
조정하여 원하는 값을 얻어낼 수 있는 특징이 있다. 

 

앞에서 설명한 2차 미분방정식의 해에 대한 특성을 요약하면 다음과 같다. 

상수계수를 갖는 2차 미분방정식은 반드시 그 해가 지수함수를 포함한 형태로 
나타나게 되는데 여기서 나타난 지수부분의 물리적인 의미는 과도현상을 표현

하는 것으로 이해하면 된다. 
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[L-C 직렬회로의 각 소자에 나타나는 전압의 개념] 
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따라서 이 과도현상은 일정시간이 경과하면 소멸하여 정상상태로 안정하게 되
어야 하므로 반드시 근의 지수부분이 마이너스 값이어야만 물리적인 의미를 갖
는 해가 되는 것이며 또한 근의 형태에 따라 과도현상의 소멸시간이 결정된다. 

즉, 서로 다른 두 실근을 갖는 경우에는 과도현상이 급속히 소멸하게 되므로 이
를 과제동 (Over Damping)이라 하고 중근을 갖는 경우에는 과도현상에 진동이 
발생하기 직전의 상태인 임계제동 (Critical Damping)이라 하고 서로 다른 두 개
의 복소수 근을 갖는 경우에는 과도현상이 진동하면서 소멸시간이 지연되는 부
족제동 (Under Damping)이라고 한다. 

마지막으로 저항이 없는 L-C 직렬회로의 경우에는 사인파의 응답이 되는 것과 
이러한 회로가 전자회로에서 발진회로로 활용되는 것도 알아두기 바란다. 

 

1.6 2 차 비 제차 방정식의 풀이기법 

1차 미분방정식에서 설명했듯이 비 제차 방정식이란 다음과 같이 미분방정식의 
우변인 “r(x) ≠ 0”인 형태를 의미한다. 
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이때 우변의 함수인 r(x)를 전기회로를 다루는 경우에는 강제 구동전원, 기계적

인 계통을 다루는 경우에는 외력이라고 부르며, 공통적으로 강제함수라고 한다. 

상기 미분 방정식의 해는 우변의 강제함수의 형태에 따라 결정된다. 

선형 2차 비 제차 미분방정식의 대표적인 풀이기법은 강제함수인 r(x)의 형태를 
이용하여 적당한 해를 가정하여 주어진 미분방정식에 대입하고 가정된 해에 포
함된 미정계수를 결정해 가는 미정계수 비교법을 사용하는 것이다. 

이해를 돕기 위한 예를 하나 들어보자. 

 

22'3" xyyy =++  

 

상기 미분방정식의 해는 r(x)의 형태와 유사한 함수일 것이라는 것은 직감적으

로 눈치챌 수 있는 사항이기 때문에 다음과 같이 해를 가정한다. 

 

cbxaxy ++= 2  
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이와 같이 가정된 해를 주어진 미분방정식에 대입한다. 
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이렇게 구해진 해를 주어진 미분방정식에 대입하여 올바르게 계산되었는지 검
산하면 되는데 이는 독자들이 직접 확인해보기 바란다. 

이렇게 미정계수 비교법을 적용하기 위해 r(x)의 형태로부터 가정할 수 있는 해
의 형태를 대표적인 것들만 요약하니 참고하기 바란다. 

r(x)의 형태 가정할 수 있는 해의 형태 

nx  
n

n xaxaxaay +•••+++= 2
210  

axe  
axax eaea −+ 21  

tωcos  tata ωω sincos 21 +  

tωsin  tata ωω sincos 21 +  

앞에서도 설명했지만 미정계수 비교법을 활용하기 위한 기법을 간략하게 요약

하니 독자들은 적당한 예제를 만들어서 연습해 보기 바란다. 

 

Step 1 

주어진 미분방정식의 우변에 나타난 r(x)의 형태로부터 해를 가정한다. 
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Step 2 

가정된 해를 주어진 미분방정식에 대입하고 좌변과 우변의 동일한 항의 계수를 
비교하여 결정하여 해를 구한다. 

Step 3 

위에서 구한 해를 주어진 미분방정식에 대입하여 확인한다. 

 

비 제차 2차 미분방정식의 형태는 다양하지만 작성자의 능력을 벗어나는 것이

므로 이상과 같이 간략하게 마치며 이 자료의 뒷부분에서 설명할 라플라스 변
환을 이해하면 상수계수를 갖는 2차 비 제차 방정식은 간단하게 된다. 

 

2 미분방정식의 활용 

처음에 언급했듯이 미분방정식을 이해하여야 하는 사유는 수학적으로 모델링 
된 물리현상을 풀어내는데 활용하기 위함이다. 

따라서 몇 가지 일반적인 미분방정식을 예를 들어 풀어보고 우리가 관심을 가
지고 있는 전기회로의 해석에 활용하는 방법을 설명하기로 한다. 

 

2.1 미분방정식의 예제 

먼저 다음과 같이 두 실근의 경우, 중근의 경우 복소수 근의 경우에 대한 미분

방정식을 앞의 기법들을 적용하여 풀어보도록 한다. 
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이번에는 중근을 갖는 경우를 살펴보자. 
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서로 다른 두 복소수 근을 갖는 예는 다음과 같다. 
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물론 앞에서도 설명을 하였지만 복소수의 근을 갖는 경우에는 서로 공액의 형
태를 가지며 앞의 계수도 동일하여 사인이나 코사인으로 된다. 

이것은 뒤에 설명하는 라플라스 변환을 설명하고 적용하는 과정에서 자연스럽

게 이해할 수 있게 될 것이다. 
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2.2 초기조건을 알아내는 기법 

사실 미분방정식의 풀이 기법을 공부하는 가장 중요한 목적은 현업에서 부딪치

는 현상들에 대하여 미분방정식을 세우고 이를 해결함으로써 문제점을 개선하

거나 설비를 증설하거나 효과적인 유지보수 등에 적용하기 위함이다. 

따라서 앞에서 설명한 기법을 바탕으로 미분방정식을 실제로 풀기 위해서는 해
에 포함된 미지수를 알아내어야 한다. 

미지수는 주로 지수함수의 계수가 될 것이며 이를 알아내기 위해서는 초기조건

이나 경계조건을 알아야 하는데 수학책에서는 미분방정식의 풀이를 자연스럽게 
하도록 하기 위해 연습문제에서 초기조건을 주는 경우가 많다. 

그러나 이는 수학책에서나 있을 수 있는 것이며 실제로는 이 초기조건을 해결

하고자 하는 문제의 상태 및 특성 등을 이용하여 우리가 찾아내야 한다. 

주로 전기 기술자들이 접하는 기본적인 회로를 바탕으로 전기소자의 특성을 활
용하여 초기조건을 찾아내는 몇 가지 기법들을 설명하도록 한다. 

 

2.2.1 기본적인 회로소자의 특성 

전기회로를 구성하는 기본소자는 저항과 인덕턴스 및 커패시턴스가 대표적이며 
이들의 특성이 초기조건을 결정하는 중요한 단서가 된다. 

저항은 인가된 전압을 자신의 값으로 나눈 값만큼의 전류를 흐르게 하는 특성

이 있으며 어떤 과도적인 현상을 수반하지 않는다. 
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[저항의 특성] 

Switch : On/Off 
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즉 스위치를 투입하는 순간 전류는 위의 회로와 같이 전압을 저항으로 나눈 값
이 되며 스위치를 개방하는 순간 전류는 “0”이 된다. 

 

인덕턴스는 전류의 급격한 증가 및 감소를 억제하는 성질이 있는데 이는 다음

과 같이 인덕턴스에 걸리는 전압이 전류의 미분형태가 되는 것으로부터 알 수 
있는 사항이다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

인덕턴스에 전류가 인가되면 전류의 흐름을 반대하는 방향으로 전압을 유도하

면서 전류의 흐름이 억제되어 전류의 변화는 허용되지 않는다. 

만약 스위치를 닫기 전에 회로에 전류의 흐름이 없었다면 급격한 전류의 변화

는 허용되지 않기 때문에 닫는 순간의 전류는 “0”이 된다. 

또한 스위치를 개방하기전의 전류는 개방하는 순간에 그 값을 그대로 유지하는 
성질이 있는 것이다. 

즉 전류의 흐름이 정상상태로 도달하기 위해서는 일정한 과도현상을 수반한다

는 것을 의미함을 이해하기 바란다. 

이를 좀더 개념적으로 설명하면 다음과 같다. 

V 
[V]L

diV L
dt

=  + 

− 

[인덕턴스의 특성] 

Switch : On/Off L 

VL 
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0 0t t
i i

− += =
=  [인덕턴스의 특성] 

 

위식에서 각 첨자 기호의 의미는 다음과 같다. 

t=0- : 스위치를 닫거나 열기 직전의 시간 

t=0+ : 스위치를 닫거나 열기 직후의 시간 

 

커패시턴스는 급격한 전압의 변화를 억제하는 성격이 있는데 이는 커패시턴스

에 걸리는 전류가 전압의 미분형태가 되는 것으로부터 알 수 있다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

이는 커패시턴스의 전압은 충전이 진행되면서 나타나게 되는 것이며 급격한 충
전은 물리적으로 불가능하기 때문에 충전에 따른 일정한 과도현상이 나타난 후 
정상상태로 안정하게 되는 것이다. 

커패시턴스에 전류가 인가되면 충전이 시작되며 전압이 나타나는데 이는 큰 용
기에 물을 담을 때 순간적으로 용기를 전부 채울 수 없는 것과 마찬가지이다. 

V [A]CdVi
dt

=  
+ 

− 

[커패시턴스의 특성] 

Switch : On/Off C 

VC 
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만약 스위치를 닫기 전에 커패시턴스에 충전이 없었다면 급격한 전압의 변화는 
허용되지 않기 때문에 닫는 순간의 전압은 “0”이 된다. 

따라서 인덕턴스의 경우와 마찬가지로 스위치의 조작직전과 직후의 전압은 일
정하게 유지되는 다음의 성질이 있는 것이다. 

 

0 0C Ct t
V V

− += =
=  [커패시턴스의 특성] 

 

위에서 살펴본 기본 전기소자의 과도현상에 대한 특성은 미분방정식의 해를 구
하기 위한 초기조건을 알아내는데 아주 유용한 도구이기 때문에 전기 기술자들

이 반드시 알고 있어야 하는 개념이다. 

앞의 설명은 다음과 같이 요약된다. 
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2.2.2 초기조건의 결정기법 

이제 앞에서 설명한 기본소자의 특성을 다음과 같이 1차 미분방정식으로 모델

링 되는 전기회로의 초기조건 결정에 활용하는 기법을 설명하도록 한다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

통상 전원을 인가하기 위한 스위치를 닫기 전 전기회로는 안정상태 (즉, 전기의 
흐름이 없는 상태)가 대부분이며 따라서 회로의 전류는 “0”일 것이다. 

따라서 상기회로의 경우 인덕턴스의 영향으로 스위치를 닫는 순간 개방회로로 
작용하여 전류는 “0”이 될 것이다. 

스위치를 닫은 이후의 회로방정식은 다음과 같이 해가 구해진다. 
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∫  [적분인자 기법을 활용함] 
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[R-L 직렬회로의 초기조건 결정] 
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여기에 초기조건을 적용하여 미지수인 상수를 구하면 다음과 같다. 

 

( )

(0) 0

( ) (1 )

R t
L

R Rt t
L L

Vi t Ce
R
Vi C
R
VC
R

V V Vi t e e
R R R

−

− −

= +

= + =

= −

∴ = − = −

 

 

이 전류를 시간에 대한 그래프로 나타내면 다음과 같이 되며 엔지니어들은 반
드시 이와 같이 그래프를 확인하는 습관을 가져야 함을 강조한다. 

아래의 그래프는 인덕턴스의 급격한 전류변화에 대한 억제작용을 잘 보여주는 
것으로서 스위치가 인가되는 순간은 개방회로로 작용하고 최종적으로는 직류전

원에 대한 단락회로로 작용하는 물리적인 특성을 인덕턴스에 걸리는 전압인 VL

을 통해 보여주고 있다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [R-L 직렬회로의 전류응답 곡선] 
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이번에는 다음과 같이 초기에 충전이 되어있지 않은 콘덴서와 저항으로 이루어

진 R-C 직렬회로에 대한 초기조건을 알아본다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

앞에서 설명한 대로 충전되어 있지 않은 콘덴서는 스위치를 닫는 순간에 전압

이 “0”인 단락소자로 작용하기 때문에 초기조건은 그림에서 나타낸 바와 같이 
구동전원을 저항으로 나눈 전류가 흐른다. 

상기회로의 미분방정식과 그의 해는 다음과 같다. 
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여기에 초기조건을 적용하여 미지수인 상수를 구하면 다음과 같다. 
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이것을 그래프로 나타내면 다음과 같다. 

아래의 그래프는 커패시턴스의 급격한 전압변화에 대한 억제작용을 잘 보여주

는 것으로서 스위치가 인가되는 순간은 충전되어 있지 않았기 때문에 단락회로

로 작용하고 최종적으로는 직류전원에 대한 개방회로로 작용하는 물리적인 특
성을 커패시턴스에 걸리는 전압인 VC을 통해 보여주고 있다. 

즉 정상상태에서 전원전압과 커패시턴스의 전압이 동일하게 됨으로써 (V = VC) 
회로에 전류가 흐르지 못하게 되는 것이다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 [R-C 직렬회로의 전류응답 곡선] 
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앞에서 살펴본 R-L 및 R-C 직렬회로는 1차 미분방정식의 형태가 되며 이 경우 
미지수가 1개이므로 하나의 초기조건만 결정하면 되었다. 

이번에는 다음과 같이 2차 미분방정식으로 표현되는 R-L-C 직렬회로의 초기조

건을 결정하는 기법을 살펴보도록 한다. 

아래 그림에 표기한 것처럼 초기에는 인덕턴스의 자기 에너지 및 커패시턴스의 
정전 에너지가 없는 상태라고 하면 (즉, iL=0 및 VC=0) 스위치를 닫는 순간에는 
인덕턴스의 작용으로 인해 개방회로가 되어 회로전류의 초기값은 “0”이 된다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

따라서 상기 회로의 미분방정식은 다음과 같이 해가 구해진다. 
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[R-L-C 직렬회로의 초기조건 결정] 
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그런데 앞의 미분방정식은 2개의 미지수를 포함하고 있기 때문에 이들을 결정

하기 위해서는 당연히 2개의 초기조건이 필요하게 된다. 

나머지 하나의 초기조건은 다음과 같이 회로의 미분방정식에서 앞에서 구해 놓
은 첫번째 초기조건을 적용하여 구하는데 잘 이해하기 바란다. 
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위와 같은 방법으로 다음 회로의 초기조건을 결정하여 전류응답을 구하여 본다. 

실제로 인덕턴스를 2[H]로 하거나 커패시턴스를 0.25[F]으로 하는 것은 이러한 
크기의 소자를 만드는 것이 물리적으로 불가능한 일이기 때문에 다음과 같은 
회로를 구성할 수 없지만 이해를 돕기 위한 것임을 알아두기 바란다. 
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[R-L-C 직렬회로의 초기조건 결정] 
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먼저 회로의 미분방정식을 세우고 초기조건을 구한 후 미분방정식을 앞에서 설
명한 방법으로 푼다. 

그리고 지수함수의 계수인 미지수를 구해 놓은 초기조건을 적용하여 결정하면 
구하고자 하는 전류의 응답이 다음과 같이 얻어진다. 
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이 응답에 대한 그래프의 작성은 독자들에게 맡기며 앞에서 설명한 초기조건을 
결정하는 과정은 매우 중요하며 유용한 사항이니 반드시 이해하기 바란다. 
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3 라플라스 변환의 이해 

미분방정식을 푸는데 가장 효과적인 도구가 바로 지금부터 설명하는 라플라스 
변환을 이용한 기법이다. 

라플라스 변환이 정립될 때 미분방정식의 해를 구하기 위한 도구로 활용될 것
을 염두에 두었는지 필자는 알지 못한다. 

사실 라플라스는 프랑스의 위대한 수학자의 한 분으로서 Fourier의 제자라고 알
려져 있으며 Fourier는 나폴레옹을 따라 정복전쟁을 수행한 수학자로서 전기 엔
지니어에게 친숙한 Fourier 변환기법을 고안한 분으로 알려져 있다. 

아마도 두 변환의 모습이 유사한 것으로 보아 제자인 라플라스가 Fourier의 기
법을 좀더 확장한 개념이 아닌가 하는 추정을 필자는 하고 있다. 

그리고 이 라플라스 변환이라고 하는 기법을 미분방정식의 해를 구하는데 적용

한 사람은 다름 아닌 영국의 전기 엔지니어이자 물리학자 였던 Oliver Heaviside 
라는 분이다. 

이 Oliver Heaviside는 이론을 현업에 적용하는데 아주 뛰어난 능력을 가지고 있
었던 분으로 알려져 있으며 이분은 엔지니어이다 보니 높은 수학적인 지식을 
요하는 여러 가지 증명에 어려움을 가지고 있었던 것 같으며 이로 인해 당대의 
수학자들로부터 어려움을 겪었던 적이 있다고 한다. 

 

3.1 라플라스 변환의 정의 

라플라스 변환은 다음과 같이 라플라스 변환을 의미하는 기호는 아래 식의 우
변과 같고 좌변처럼 적분식으로 정의된다. 

 

0
{ ( )} ( ) s tf t f t e d t

∞ −= ∫£  [라플라스 변환의 정의식] 

 

위와 같은 정의식을 보면서 도대체 이를 어떻게 활용할 수 있을 것인지 필자도 
맨 처음 공업수학을 배울 때 궁금함과 어려움을 느꼈던 적이 있다. 

사실 이 라플라스 변환은 전기 엔지니어들이 반드시 이해하고 활용하여야 하는 
가장 기본적인 사항임을 밝혀두며 차근차근 이를 설명해 가도록 한다. 

이제 위의 정의식을 가지고 몇 가지 예를 들어 이해를 돕도록 하고 이를 바탕

으로 라플라스 변환의 기본적인 성질에 대해서 알아보도록 한다. 

먼저 기본적인 함수들의 라플라스 변환에 대하여 알아보자. 
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이와 같이 t의 거듭제곱을 계속 해 나가면 다음과 같이 정리될 수 있다. 
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n = 2, 3, 4…. 등과 같이 정수에 나머지 정수 항에 대해서는 독자들이 직접 확인

해 보기 바란다. 

 

3.2 라플라스 변환의 기본적인 성질 

라플라스 변환은 기본적으로 적분식이기 때문에 적분에서 설명했던 기본적인 
성질들이 그대로 적용될 수 있다. 
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3.3 지수함수 및 삼각함수의 변환기법 

이제 전기 엔지니어들이 가장 많이 접하는 지수함수 및 삼각함수의 변환기법에 
대하여 알아보도록 한다. 

지수함수의 변환 법을 먼저 이해하고 위에서 설명한 기본 성질을 이용하면 삼
각함수의 변환에 대해서 자연스럽게 이해될 것이다. 
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위 지수함수의 변환 결과는 전기 엔지니어들에게 매우 많이 활용되기 때문에 
반드시 기억하기 바라며 이를 바탕으로 아래와 같이 삼각함수의 변환도 쉽게 
유도되며 이를 잘 이해하기 바란다. 
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그리고 아주 중요하고 유용하게 활용되는 라플라스 변환의 기본 성질 하나를 
설명하도록 한다. 

다음과 같이 어떤 함수에 지수함수 eat가 곱해져 있는 경우를 살펴보자. 
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이는 변환 및 역 변환에 있어 매우 유용한 것이니 반드시 기억하기 바란다. 

위에서 설명한 변환과정의 의미는 어떤 함수에 지수함수 eat가 곱해져 있을 경
우 곱해져 있지 않은 함수의 변환을 구한 후 변환에 포함된 s를 (s-a)로 바꾸기

만 하면 된다는 의미이며 다음 예를 잘 살펴보기 바란다. 
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3.4 변환의 유일성과 존재성의 이해 

무엇인가를 변환한다는 것은 대부분 수식적인 계산을 좀더 편리하게 하기 위함

이 목적이며 그 대표적인 것이 지수와 로그의 변환이다. 

22=4, 21.5=2.824과 같이 쉽게 그 값을 계산할 수 있는 지수가 있는 반면, 만약 
21.2의 경우를 생각해 보면 그리 쉽게 보이지는 않는다. 

이를 계산하기 위해서는 다음과 같이 상용로그를 이용한다. 
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를 상용로그표에서찾으면

가 됨을 알 수 있다

 

 

즉 아무리 복잡한 형태의 지수라고 하여도 로그라고 하는 변환기법을 적용하면 
쉽게 그 값을 알 수 있게 되며 하나의 지수는 반드시 하나의 로그 값을 가지며 
이를 유일성과 존재성의 원리하고 한다. 

따라서 이를 바탕으로 상호 대응하는 값을 표를 만들어 쉽게 찾아볼 수 있도록 
할 수 있으면 이렇게 어떤 복잡한 형태의 지수를 그에 해당하는 십진수의 값으

로 변환해 놓은 것이 상용로그 표인 것이다. 

이와 마찬가지 개념으로 어떤 함수에 대한 라플라스 변환 또한 반드시 하나의 
결과만 존재한다고 하는 것이 바로 존재성과 유일성의 원리라는 것이며 상용로

그 표와 마찬가지로 라플라스 변환 표 역시 잘 정리되어 있다. 

즉, 로그의 성질을 이용하여 해당 지수의 로그 값을 구하고 이를 상용로그 표에

서 이에 해당하는 값을 찾아내는 것이며 라플라스 변환도 동일하다. 

참고로 전기공학에서 사용되는 함수로서 엔지니어들이 통상적으로 접하는 함수

는 그리 복잡한 것이 아니기 때문에 이에 관련된 라플라스 변환 표도 잘 정리

되어 있어 언제든지 활용할 수 있다. 

하지만 중요한 것은 변환에 대한 기본적인 개념을 철저하게 파악하고 있어야만 
표를 활용하더라도 정확하게 활용할 수 있음은 당연할 것이다. 
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3.5 미분과 적분형태의 변환 

이번에는 임의의 함수에 대한 미분과 적분형태의 변환에 대하여 알아본다. 
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이와 같이 미분과 적분형태를 갖는 함수의 변환에도 앞에서 설명한 기본개념을 
이해하고 있으면 어렵지 않게 그 결과를 알아낼 수 있게 된다. 

또한 이렇게 라플라스 변환을 하게 될 경우 앞에서 여러 차례 언급한 바와 같
이 초기조건이 자연스럽게 포함되고 있음을 주의 깊게 살펴보기 바란다. 
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즉, 앞에서 예를 들어 설명한 전기회로의 방정식들이 전압이나 전류의 미분과 
적분형태를 포함하고 있기 때문에 여기에 위의 변환기법을 적용하며 초기조건

이 포함되어 있기 때문에 역 변환을 통해 쉽게 해를 구할 수 있는 것이다. 

이번에는 앞에서 구한 1차 도함수의 변환 기법을 적용하여 2차 이상의 도함수

에 대한 변환을 알아보자. 
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위에서 살펴본 바와 같이 도함수에 대한 라플라스 변환의 성질을 간단하게 요
약하면, 함수를 시간에 대하여 미분 할 때마다 라플라스 변환영역에서는 원래 
함수의 변환에 s를 곱해주고 시간영역의 초기값을 빼 주는 간단한 대수연산으

로 바뀐다는 것이다. 

이는 앞에서 설명한 라플라스 변환의 가장 중요한 특성으로써 시간영역의 복잡

한 미분방정식을 라플라스 영역에서 간단한 대수연산으로 바꾸어 이를 조작한 
후 이를 다시 역 변환 하여 구하고자 하는 시간영역의 응답을 찾아낼 수 있는 
것이다. 

따라서 고차 도함수의 경우에도 그 차수만큼 s를 제곱해서 곱하고 초기조건을 
포함하는 것으로 간단하게 변환이 가능하지만 현업을 수행하는 엔지니어가 주
로 2차 사용하는 도함수까지를 설명하는 것으로 한다. 

또한 앞의 초기조건을 찾아내는 방법을 설명할 때 언급했듯이 라플라스 변환을 
수행하기 위해서는 이와 같이 초기조건을 필요로 하기 때문에 초기조건을 찾아

내는 방법에 대하여 반드시 숙지하고 있어야 함을 다시 한번 밝힌다. 
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참고로 한가지만 더 언급하자면 임의의 전기회로가 완성되면 외부의 교란에 대
하여 어떤 응답을 가질 것인지를 확인하는 절차가 필요하게 된다. 

이때 회로의 모든 초기조건을 “0”으로 하여 입력과 출력에 대한 라플라스 변환

의 비를 전달함수라고 하는데 이 전달함수의 역 변환이 회로의 임펄스 응답이

라는 부르는 것임을 알아두기 바란다. 

이번에는 시간 함수인 t가 곱해져 있는 형태를 갖는 함수의 변환을 설명하며 각 
기호의 의미는 앞의 식에서 설명한 것과 동일하다. 
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위의 기법은 매우 유용하며 다음과 같이 예를 들어 이해를 돕도록 한다. 
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이 이외에도 여러 가지의 변환 기법들이 있지만 상당히 복잡하기 때문에 상세

한 사항은 공업수학 서적으로 미루며, 참고로 필자는 Erwin Kreyzik 교수의 
Engineering Mathematics 제 4판으로 배웠고 지금도 가끔 참고하고 있다. 

 

3.6 역 변환의 개념 및 방법 

앞에서도 여러 차례 언급했듯이 라플라스 변환을 공부하는 것은 미분과 적분 
및 곱과 나누기를 포함하고 있는 복잡한 시간함수를 라플라스 변환하여 이들을 
간단하게 대수적으로 계산 (Algebraic Calculation)하기 위함이다. 

그런데 실제로 우리가 얻고자 하는 것은 이 변환된 것이 아니라 변환영역에서 
계산된 결과를 다시 시간영역으로 역 변환한 함수임을 잊지 말아야 한다. 

즉, 라플라스 변환의 목적은 미분방정식을 간단한 대수 방정식처럼 계산하고 이
를 다시 역 변환하여 미분방정식의 해를 구하는데 있는 것이다. 

라플라스 역 변환의 정의는 다음과 같이 상당히 복잡해 보이는 복소수를 포함

하는 복소 적분의 형태를 갖는다. 
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그렇지만 사실은 이 역 변환의 정의식을 이용해서 역 변환을 하는 경우는 거의 
사용되지 않고 앞으로 설명될 Heaviside의 부분분수 전개 법이 널리 사용된다. 

그리고 위 정의식에 대한 내용도 Heaviside의 부분분수 전개 법을 설명하는 과
정에서 간단하게 언급할 예정이며 나름대로 도움이 될 것으로 생각한다. 

또한 앞에서도 언급했듯이 일반적으로 공학에서 많이 사용되는 함수들은 라플

라스 변환 표가 잘 정리되어 제공되고 있기 때문에 일단 변환을 하여 대수적으

로 계산한 결과를 표에서 찾으면 그에 대응하는 역 변환된 시간함수를 쉽게 찾
을 수 있다. 

하지만 중요한 것은 엔지니어들은 기본적인 함수에 대한 변환 및 역 변환을 자
유자재로 할 수 있어야만 표를 보아도 그 의미를 이해할 수 있는 것이다. 

이해를 돕는 의미에서 앞에서 설명한 방법을 다음과 같이 요약해 놓으니 다시 
한번 숙지하기 바란다. 



미분방정식의 이해 

페이지:64/90 

 

[시간함수의 형태 및 라플라스 변환 요약] 

시간함수의 형태 라플라스 변환 비고 
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위 식에서 맨 나중에 나타난 변환의 형태를 합성적분 (Convolution Integral)의 
변환이라 하는 것으로 이는 만약 라플라스 변환된 결과가 우리에게 익숙한 기
본적인 2개 함수의 변환의 곱으로 표시될 수 있을 경우에 역 변환을 구하는데 
아주 유용하게 활용되는 것임을 잘 알아두기 바란다. 

이제는 앞에서 설명한 제반 내용을 바탕으로 주어진 변환함수를 역 변환해 가
는 기본적이고 중요한 방법들을 설명하니 잘 숙지하기 바라며 각종 참고서적과 
본 교재의 내용을 몇 번이고 반복하여 완전히 이해하고 넘어가야 한다. 
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3.7 역 변환의 예 

앞에서 살펴본 기본적인 변환방법을 적용할 수 있는 몇 가지의 예들을 들어보

도록 한다. 

 

3.7.1 기본함수 형태의 역 변환 

다음과 같은 라플라스 변환을 갖는 시간함수를 찾아내기 위해서는 이를 적당한 
형태로 변경한다. 
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위의 예와 같이 어떤 변환된 함수가 주어지면 이를 간단한 수학적인 조작을 통
해 우리에게 익숙한 기본적인 시간함수의 조합으로 변경할 수 있는지를 가장 
먼저 살펴보아야 한다. 
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또한 주어진 변환함수에 대하여 미분과 적분을 실시하고 이들이 기본적인 시간

함수의 변환형태가 되는지를 살펴보도록 한다. 
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라플라스 변환을 이용하여 미분방정식을 해결하는 가장 중요한 첫번째 사항은 
미분과 적분의 많은 연습을 통해 변환된 함수의 형태를 보는 순간 가장 효과적

인 역 변환 방법이 머리 속에 떠올라야 하는 수학적인 직관력이다. 

 

3.7.2 미분형과 적분형의 역 변환 

이번에는 시간함수의 미분형과 적분형으로 역 변환되는 형태에 대하여 알아보

도록 하는데, 이는 전기엔지니어들에게 매우 유용한 기법으로 회로해석을 위한 
미분방정식을 해결할 경우에 나타나는 라플라스 변환의 형태가 주로 라플라스 
연산자인 s를 곱하거나 s로 나누는 항이 많이 포함되기 때문이다. 

즉, 라플라스 변환된 함수에 이와 같은 s의 항이 포함되어 있으면 앞에서 설명

한 미분이나 적분의 형태를 이용하는 것이 좋다. 

참고로 s를 곱하는 것은 시간으로 미분 하는 것을, s로 나누는 것은 시간으로 
적분하는 물리적 의미를 포함하고 있음을 알아두기 바란다. 
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앞의 과정은 상당히 기본적이면서 유용한 내용을 포함하고 있으니 여러 번 반
복해서 읽어보고 써 보고 해서 반드시 소화하기 바란다. 

 

이번에는 s가 곱해져 있는 경우, 즉 미분형태에 대한 예인데 이해만을 돕기 위
한 것이므로 다음과 같이 이미 알고 있는 결과를 활용하도록 한다. 
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앞의 설명에서 잘 알 수 있는 바와 같이 기본적인 함수의 변환 및 역변환에 관
한 형태에 익숙해 있으면 주어진 함수를 조작하는데 매우 편리함을 알 수 있다. 

 

3.8 합성적분의 활용 (Convolution Integral) 

합성적분이란 본래 두 함수의 곱에 대한 적분을 용이하게 하기 위해 고안된 것
으로 배웠는데 표기와 정의는 다음과 같다. (이는 작성자의 생각이며 실제로는 
이와 다를 수 있음을 밝힌다.) 

 

τττ dtgftgtf
t

∫ −=∗
0

)()()()(  

 

적분범위는 위와 다를 수 있으면 위에서 사용한 범위는 라플라스 변환과 역변

환에 활용되는 합성적분에 대한 범위임을 밝힌다. 

기타 좀더 높은 수준의 합성적분에 대해서는 작성자도 그 정확한 개념을 이해

하고 있지 못하며 다만 라플라스 변환에 적용되는 정도만을 아는 수준이다. 
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이 합성적분의 정의는 라플라스 변환에서 다음과 같이 응용된다. 

즉, 변환된 s의 함수가 임의의 두 시간함수의 변환의 곱으로 표기될 수 있다면 
이의 역변환 시간함수는 각각 역변환 된 두 시간함수의 합성적분이 된다는 것
으로서 이를 식으로 설명하며 다음과 같다. 

 

∫ −=∗=− t
dtgftgtfsGsF

0

1 )()()()()}()({ τττL  

 

이 합성적분은 앞에서 설명한 미분과 적분을 이용하는 형태와 더불어 라플라스 
변환에서 매우 활용가치가 높은 기법임을 알아두기 바란다. 

그리고 합성적분에서 교환법칙의 성립에 대한 설명을 깜박했는데 교환법칙이 
성립하는 것은 당연할 것으로 생각된다. 
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이제 결과를 알고 있는 앞에서 설명한 예제를 가지고 이를 확인해 본다. 
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 임을 합성적분을 통해 확인해 본다. 
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이제 앞에서 구해 놓은 두 시간함수에 대한 합성적분을 실시하면 되는데 사실 
지금부터가 어려운 과정이다. 

왜냐하면 합성적분을 하려면 미분과 적분에 대한 기본개념이 정확하게 파악되

어 있어야 하기 때문이다. 

또한 합성적분에 교환법칙이 성립하기 때문에 어떤 함수를 (t-τ)로 바꾸어 주는 
것이 계산과정에서 편리한지에 대한 직관력이 요구되는데 이 또한 미분과 적분

에 많은 연습이 되어 있어야만 가능하기 때문이다. 

아무튼 세상에는 공짜가 없다고 (There is no free lunch in the world) 하듯 무엇인

가를 잘 알기 위해서는 끊임없는 노력을 필요로 한다고 생각한다. 

 

이제 앞의 합성적분에 부분적분 기법을 적용하여 풀어보도록 하며 본 과정을 
연습을 통해 익히기를 권한다. 
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이상과 같이 결과가 일치됨을 확인하였으며, 결과적으로 이러한 기본적인 변환

기법들에 대하여 알고 있으면 매우 편리하기 때문에 숙지하고 있으면 변환의 
형태로부터 편리한 기법을 찾아내는 직관력이 생길 수 있다. 
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3.9 초기값 및 최종값 정리 

라플라스 변환에 대해서 개념을 설명하였기 때문에 시간함수가 변환된 형태를 
이용하여 시간영역의 초기값과 최종값을 알아낼 수 있다. 

앞에서 설명한 (2.2.2절 참조) 다음과 같은 직류 구동전원을 갖는 R-L 직렬회로

에서 전류의 초기값 및 최종값은 직관적으로 간단하게 알 수가 있다. 

즉, 스위치를 닫기 전 회로의 전류가 없었다면 초기값은 “0”이며 최종값은 구동

전압을 회로의 저항으로 나눈 값인 “V/R”이 될 것이다. 

회로의 인덕턴스는 직류전원을 인가하면 최종적으로 단락상태가 되기 때문이다. 

이를 라플라스 변환의 형태를 이용하여 알아보도록 하는데, 우선 회로의 방정식

을 수립하고 이를 라플라스 변환하여 전류에 대한 변환 식을 만들어야 한다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

먼저 회로의 방정식은 다음과 같이 만들어 지며 이를 라플라스 변환하고 전류

에 대한 변환 식을 도출한다. 

 

V
dt

tdiLtRi =+
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V 
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R 

[R-L 직렬회로의 회로방정식] 
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위와 같이 앞에서 배운 방법을 적용하여 간단하게 회로의 전류를 구했다. 

미분방정식을 만들고 여기에 초기조건을 대입하고 미정계수를 구하는 상당히 
복잡한 과정에 비하면 얼마나 간단한지 느낄 수 있을 것이다. 

 

본론으로 돌아가서 초기값의 정리란 다음과 같이 정의된다. 

 

)(lim)0()(lim
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==  [초기값의 정리] 

 

위의 예에서 전류의 변환 식에 초기값의 정리를 적용하여 초기값을 알아보자. 
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이와 같이 초기값의 정리로부터 변환된 식을 이용하여 쉽게 구할 수 있게 된다. 

 

또한 최종값의 정리란 다음과 같이 정의되는데 최종값의 정리에는 최종값이 특
정한 하나의 값으로 수렴되는 경우에만 성립한다는 조건이 있다. 
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=∞=  [최종값의 정리] 

 

이를 이용하여 회로전류의 최종값을 직접 구해보기 바란다. 

 

사실은 이 초기값과 최종값 정리의 용도를 알고 활용하는 것이 중요한데 대표

적으로 직류전원과 같이 최종값이 정의될 수 있는 “R-L” 및 “R-C” 회로의 동작

특성은 초기값과 최종값을 이용하여 다음과 같이 간단하게 표현된다. 
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여기서 T는 회로의 시정수를 의미하며 “R-L” 및 “R-C” 회로에서 각각 다음의 
값을 갖는다. 

V 
i(t) + 

− 

R 

[R-L 직렬회로의 회로방정식] 

L 
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Circuit C-R 

Circuit L-R 
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 [R-L & R-C 회로의 시정수] 

 

본 정리를 독자들이 R-C 회로의 방정식을 세우고 라플라스 변환하여 직접 확인

해 보기를 바란다. 

 

3.10 부분분수 전개를 통한 역변환 

라플라스 변환이라는 도구를 미분방정식의 풀이에 처음으로 접목한 사람은 영
국의 전기 엔지니어인 Oliver Heaviside라는 사람이라고 한다. 

그는 매우 실전적인 엔지니어였던 것으로 유명하며 1700년대 말에 라플라스가 
남긴 저서의 내용을 바탕으로 1800년대 중반에 회로해석을 위한 미분방정식을 
푸는데 활용했다고 하며 이를 Heaviside 연산자 법이라고 부르는데 여기서는 
그 내용을 생략하기로 한다. 

하지만 그의 이러한 응용법은 수학적인 증명을 하지는 못했던 것으로 알려져 
있는데 이는 당시 엄격했던 수학자들로부터 비판의 대상이 되곤 했다 한다. 

이러한 수학자들의 비판에 대하여 그가 한 유명한 말이 있는데 “당신들은 소화

과정을 모른다고 해서 맛있는 만찬을 거부하는가?”라고 물었다고 한다. 

이 얼마나 함축적인 촌철살인의 기지인가? 

아마도 매우 멋진 엔지니어가 아니었을까 추측해 본다. 

이후 많은 수학자들이 노력하여 Heaviside의 이론에 별로 큰 착오가 없었다는 
것을 밝혀내고 지금의 라플라스 변환기법들을 정립하였다고 한다. 

이제 그가 고안한 아주 유용한 도구인 라플라스 변환된 함수를 부분분수로 전
개하여 미분방정식의 해를 찾아내는 과정을 설명하도록 한다. 

 

먼저 부분분수 전개를 위해서는 변환된 함수의 분모를 s의 1차 식으로 구성되

도록 인수분해를 하여야 하는데 이렇게 인수 분해된 1차 식은 각각 독립적인 
것과 제곱항 이상을 포함하는 것으로 나뉘는데 각각에 대하여 설명한다. 

 

3.10.1 각각 독립적인 항으로 인수분해 되는 경우 

각각 독립적인 항으로 인수 분해되는 경우란 다음과 같은 형태를 의미한다. 
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이와 같이 독립된 1차 식의 항으로 인수분해를 할 수만 있다면 이를 부분분수

로 전개하여 간단하게 시간영역의 응답을 구할 수 있는 매우 편리하고 강력한 
도구가 된다. 

 

이제 변환을 마친 다음의 문제는 전기기술자들의 인수분해 능력만 뛰어나면 곧
바로 이를 다음에 설명하는 부분분수 전개를 활용하여 미분방정식의 해를 구할 
수 있게 된다. 

라플라스 변환된 s의 함수가 다음과 같이 인수분해 되어 부분분수로 전개되었

다고 할 경우에 분자인 Kn들의 값을 구하는 방법을 설명한다. 
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먼저 K1의 값을 구하기 위해서는 양변에 (s-λ1)을 곱해주고 s의 자리에 λ1을 
대입하면 된다. 
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이는 다음의 사유에서 비롯된다. 
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이와 같은 방법으로 K2. K3, •••, Kn의 값을 차례로 구해나가면 되는데 이해를 
돕기 위해 결과를 알고 있는 앞의 예를 사용해 본다. 
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이와 같이 앞의 결과와 일치함을 알 수 있으며 일단 독립된 1차 식의 항으로 
인수분해 되기만 하면 설명된 부분분수 전개법을 통해 간단하게 미분방정식의 
해를 구할 수 있게 되는 것이다. 

 

3.10.2 제곱항의 형태를 갖는 인수를 포함하는 경우 

라플라스 변환된 모든 식이 앞에서 설명한 1차 식의 항으로 인수분해 될 수 있
다면 미분방정식의 풀이가 얼마나 수월할 것인가! 

하지만 세상일이 어찌 우리의 생각대로 되겠는가? 

해서 여기에도 우리를 약간 괴롭히는 형태를 갖는 변환함수가 존재하는 것은 
어쩌면 당연할 것이며 지금부터 설명하는 부분은 약간 어려울 수 있으니 이해

하기 어려우면 그냥 넘어가도 좋지만, 엔지니어들은 알아 놓는 것이 좋다. 

 

다음과 같이 제곱항의 형태를 가지도록 인수분해 될 경우 부분분수 전개와 분
자를 구하는 과정에 대하여 설명하도록 한다. 
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여기까지는 수월하나 다음부터가 약간 어려운 과정이지만 잘 읽어보면 그것도 
아닌 것을 금방 느낄 수 있을 것이다. 

다음과 같이 부분분수로 전개한 항의 거듭제곱항이 포함된 부분을 좀더 자세히 
나열해 보도록 한다. 
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이와 같이 거듭제곱의 차수보다 하나 적은 수만큼 미분을 계속하면 원하는 계
수를 무리 없이 구할 수 있으며 이때 주의할 것은 미분을 한번씩 해 나갈 때 
마다 K1n들의 앞에 (n-1)X(n-2)와 같은 미분할 때 나타나는 계수들을 고려하여야 
한다는 것이다. 

K1l, K1k들은 독자들이 숙지하는 것으로 하여 직접 계산해 보기 바란다. 

K2와 K3는 독립된 1차 식의 인수이므로 앞에서 설명한 방법을 적용하면 되며 
이렇게 과정을 이해하면 남은 문제는 실수 없이 계산하는 것인데 이는 연습만

이 지름길이라는 것은 재론의 여지가 없을 것으로 생각한다. 
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한가지 덧붙이면 사실 전기회로를 설계하거나 분석할 때 거듭제곱의 차수가 보
통 3차를 넘지 않으므로 그렇게 많은 회수의 미분을 행할 일은 없다고 보면 되
는데 이는 회로의 응답을 알아내기 위한 방정식의 라플라스 변환된 s함수의 분
모의 차수가 너무 높으면 그 회로의 안정도에 영향을 미치기 때문이다. 

이는 자동제어 이론에서 가장 기본적으로 알고 있어야 하는 사항이며 분모와 
분자의 차수가 2를 초과하면 회로의 응답이 불안정한 영역으로 움직일 수 있기 
때문이다. 

이에 대한 사항은 자동제어 이론을 다룬 전문서적에 잘 나와 있으며 전기회로

응답특성의 안정여부를 판단하는 기법으로는 나이퀴스트 판정법, 근궤적법, R-H
법이 대표적이지만 본 교재의 작성목적과는 다르므로 상세한 설명은 생략한다. 

 

이제 앞의 기법을 활용하기 위한 예제를 몇 가지 풀어보도록 하는데 먼저 다음

과 같이 부분분수 전개방법을 적용하기 앞서 약간의 조작을 통해 간단하게 할 
수 있는 예부터 들어본다. 
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위 예제의 목적은 부분분수 전개기법이나 다른 방법을 적용하여 역변환을 하기 
전에 간단한 대수조작을 통해서 이미 알고 있는 기본적인 역변환의 형태로 바
꿀 수 있는지를 먼저 살펴보는 습관을 기르도록 하기 위함이다. 

즉. 굳이 어렵고 복잡한 풀이과정을 가지지 않고 간단한 조작으로 수월하게 원
하는 결과를 얻을 수 있는 경우가 많으며 이러한 조작기법들을 평소에 연습을 
통해 익혀 놓으면 많은 도움을 받을 수 있다는 것이 수학이라고 하는 분야의 
매력이자 재미의 근원이라고 생각한다. 
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이번에는 다음과 같이 거듭제곱과 1차 식이 혼합된 예제를 보자. 
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이러한 부분분수를 통한 계산과정은 상당히 복잡하기 때문에 약간의 착오로 다
른 결과를 도출할 수 있는데 수작업으로 계산할 경우 많은 주의를 요하기 때문

에 결국 왕도는 꾸준한 반복 연습이 될 것이다. 
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이번에는 다음과 같이 복소수를 포함하는 예제를 살펴본다. 
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바로 앞의 예제의 풀이과정에서 매 나중에 나온 지수함수를 사인함수로 변환하

는 것은 오일러의 식이라는 것으로 다음과 같다. 
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앞의 식은 삼각함수를 항상 접하는 전기기술자들이 반드시 기억하고 활용하여

야 하는 식이며 필자가 작성해 놓은 “삼각함수의 이해”에도 잘 설명되어 있으니 
참고하기 바란다. 

이상에서 설명한 바와 같이 기본적인 사항들에 대하여 그 개념을 정확하게 파
악하고 있으면 아무리 복잡한 문제가 하더라도 기초 개념들을 조립해 나가다 
보면 그리 어려운 일도 아니라는 것을 느끼게 될 것으로 확신하는 바이다. 

독자들은 본 자료를 참고하여 다른 많은 예제들을 접해보기 바라며 라플라스 
변환과정에 대한 응용기법의 설명은 마치기로 한다. 

 

3.11 구동전원의 라플라스 변환 

전기회로를 해석하기 위한 방정식을 다루다 보면 회로에서 수립되는 부분에 대
한 변환은 간단하지만 강제전원의 형태가 다양하기 때문에 이를 변환하는 것에 
매우 어려움을 느끼는 경우가 많다. 

여기서는 간략하게 설명하고 상세한 사항은 관련서적의 몫으로 남겨둔다. 
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전기회로를 수학적으로 모델링 하여 얻어지는 미분방정식은 1차 또는 2차 방정

식이 보통이다. 

왜냐하면 복잡한 전기회로라 하더라도 몇 번의 과정을 거치면 다음과 같이 결
국 “R-L, R-C, R-L-C” 회로로 간략화 할 수 있기 때문이다. 
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이 회로의 미분방정식은 앞에서 설명했듯이 다음과 같이 수립된다. 
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이 회로방정식을 풀기 위해서는 앞에서 배운 라플라스 변환을 이용할 수 있는

데 각 방정식의 좌변을 변환하는 것은 매우 간단하다. 

즉, 좌변은 미분과 적분형태의 변환에 필요한 기본적인 지식과 각 회로의 초기

상태를 바탕으로 초기조건을 알아내는 방법을 알고 있으면 충분하다. 

그런데 우변의 강제함수의 형태가 직류전원 또는 사인이나 코사인 형태의 단일 
파형을 갖는 교류전원이면 간단하게 될 것이다. 
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[R-L-C 직렬회로] 
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i(t) 
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따라서 직류전원이나 교류전원이 아니면서 전기회로의 구동전원이 될 수 있는 
대표적인 형태를 알아보도록 한다. 

 

3.11.1 단위계단 함수형태 

시간이나 거리와 같은 일정한 크기를 변수로 하는 함수를 활용할 때 그 기준점

을 출발점으로 하는 것이 보통이며 이를 “0”으로 처리한다. 

그런데 다음과 같이 임의의 시간까지는 “0”의 값을 유지하다가 갑자기 “1”이라

는 단위 값을 갖는 형태를 단위 계단함수라고 (Unit Step Function) 하며 전기

공학에서는 매우 중요한 의미를 갖는 함수이다. 

 

 

 

 

 

이 함수를 라플라스 변환하면 어떻게 되는지 알아본다. 

 

[ ]
as

a
st

a

sta st

st

e
s

e
s

dtedte

dteatuatu

−

∞−∞ −−

∞ −

=

−=×+×=

−=−

∫∫

∫

1

110

)()}({

0

0
L

 

0 

1 

t = a 

f (t) 
u (t-a) 

t 

[단위계단 함수] 
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단위계단 함수의 변환에는 매우 중요한 의미가 포함되어 있는데 다음의 설명을 
잘 이해할 수 있도록 한다. 

다음과 같은 시간함수를 t = a까지 평행이동 시켰다고 하면 원래의 함수 f(t)를 
이동후의 함수 f(t-a) x u(t-a)로 표기할 수 있을 것이므로 이동후의 함수를 라플

라스 변환을 구해보도록 한다. 
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이 결과는 매우 중요하며 어떤 변환함수에 e-as가 곱해져 있으면 그 역변환 시
간함수는 시간 축으로 a만큼 이동하고 여기에 단위계단 함수를 곱한 것이라는 
의미이다. 

0 

f(t) 

t t = a 

f(t-a) 

[함수의 평행이동] 
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즉 다음과 같은 의미이다. 
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이 성질은 전기기술자들이 회로해석을 위한 방정식을 다룰 때 늘 대하는 것이

면 아주 요긴하게 써먹을 수 있는 것이니 잘 이해하기 바란다. 

 

3.11.2 주기함수 형태 

주기함수 형태의 구동전원을 갖는 회로들을 전기기술자들은 자주 접하게 되는

데 특히 현장의 계장설비를 담당하는 엔지니어들은 더욱 그렇다. 

예를 들어 톱니바퀴의 속도측정계기는 자속을 발생시키는 코일과 톱니바퀴 이
빨 사이의 자기저항 차이로 인한 발생전압을 감지하는 Pickup 코일로 구성되어 
있는데 이의 출력이 다음과 같은 구형파 (Square Wave)의 주기함수이다. 
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[구형파 주기함수] 
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즉 이런 파형을 받아들여 분석을 하기 위한 회로는 이 발생전압을 구동전원으

로 하여야 하기 때문에 이를 포함하고 있는 미분방정식을 풀기 위해서는 본 주
기파형에 대한 라플라스 변환기법을 아는 것이 중요하게 된다. 

 

앞의 주기를 잘 보면 시간적으로 매 2a마다 반복됨을 알 수 있으며 마치 사인

형태와 같이 반주기 동안은 +1을 나머지 반주기 동안은 -1을 유지한다. 

이를 토대로 상기 함수를 분해하면 다음과 같이 각각의 함수가 합성된 것임을 
알 수 있을 것이다. 
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상기 주기함수의 변환결과는 라플라스 변환을 다루고 있는 거의 모든 회로이론 
서적이나 공업수학 서적에 빠짐없이 등장하는 것으로써 그만큼 전기공학에서는 
유용한 것을 의미하는 것이다. 
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앞의 구형파를 포함하여 다음과 같은 톱니파, 반톱니파와 같은 주기함수 형태의 
구동전원이 많이 있지만 여기서 모두 다루는 것은 어렵기 때문에 생략한다. 
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하지만 이러한 형태의 주기파형은 현업에서 자주 접하고 있기 때문에 이러한 
회로를 다루는 엔지니어들한테는 꼭 알고 있어야 하는 사항이다. 

예를 들어 요즈음 전력전자공학의 발달에 힘입어 산업현장에 폭넓게 도입되고 
있는 인버터와 무정전전원장치는 (UPS) 구형파가 출력전압의 기본파형이기 때
문에 앞으로 더욱 요긴하게 사용될 수 있을 것으로 생각한다. 

 

또한 이러한 주기함수의 경우 이들을 Fourier 정리를 이용하여 무한급수 전개하

면 각각의 독립된 주파수를 갖는 사인함수와 코사인함수의 합성형태로 분해할 
수 있는데 이렇게 분해된 각각의 함수들에 대한 응답을 중첩하는 방법으로도 
해결이 가능하다. 

 

가급적이면 경험을 바탕으로 쉽게 이해할 수 있는 교재를 만들려고 노력하였으

나 늘 그러하듯이 마치고 나서 처음부터 살펴보면 왜 그리 부족한 부분이 많은

지 모를 일이지만, 한 가지라도 도움이 된다면 무척 보람된 일이라고 생각한다. 

우리가 싫던 좋던 엔지니어의 길을 직업으로 택한 사람은 끊임없이 노력하고 
경험한 사항을 정리해서 자료로 남겨야 하는 것이 어쩔 수 없는 운명이라 생각

하여 본 교재를 작성했음을 밝힌다. [끝] 


